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BAREM DE CORECTARE, CLASA A XII-A

Subiectul 1. Fie functiile f:R—>R" si g:R—R", care admit primitivele F:R—>R, respectiv G:R—>R . Daca
pentru orice  XeR, au loc egalititle f(X)=G(X)-F(0) si g(xX)=F(X)-G(0), calculati

RTE (0) 30 [ 109-g(0dx.

SOIULIE: OFICIU ..ot bbbt 1p
Functiile f si g sunt evident derivabile.

f (X)+g(x) = F(x) + G(x) — F(0) —G(0) . Derivand aceastd egalitate obtinem ( f () + g(x) ), = f(x)+g(x) . Atunci
exista aeR, astfel incat f(x)+g(x)=a-e*, VxeR. Deoarece f(0)+g(0)=0, rezulta a=0 si de aici

FUX)HGUX) =0, WX EIR . ittt E et e Rt R e et e e e Rt e R e e e Rt e bt eb e e s bt e Rt e Rt e ne e n e n e e e e nns 4p

Analog ( f(x)- g(x))' =g(x)— f(x). Existd beR, astfel incat f(x)—g(x)=b-e™, YxeR. Rezultd imediat

f(x)= g e, g(x)=—9e‘X SIINPIUS, D 0. oo 3p

— X) - GX)OX = [ €77 AX = = S8 4 C . et 2

T (0)j<)g() | e p

Subiectul 2. Pentru fiecare neN  considerim |, = I ﬁdx, x>0 si functia F el , astfel incat
_|_

lim F,(x)=0.
X—>+00
a) Aratati ca pentru orice x>0 sirul (F,(x)), - este convergent.

b) Calculati [ lim F, (x)dx.

SOIUtie: OFICIU ..o 1p
1 1 ) 1 (1“”}
a)FieneN . I, = dx = dx=—=[=X—dx=-= [~X 2 dx=
) © J‘x+nx n+1(1 j nI 1 n’ 1
X"+ - —
X" X X
1 1 s a A 1 1
—Eln —+n |+C . Existd ¢, eR astfel incat Fn(x)z—ﬁln —+N[+C, VX>0. i, 2p
X X

0= I|m F,(x)= lim (—lln(in+nj+cnj:—ilnn+cn.Rezulté C, =%Inn si de aici
X

X—>+ © n n
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Fn(x)z—lln(i+nj+llnn=lln " _in O 1p
n (x" n no 1., 1
N F+n
Q/ﬁ | x-Q/ﬁ I x-Q/ﬁ X-1
1+nx" n

=In -—1In =InxeR. ... 2p
nin+n \ (1+nx )H *
X

Daca xe(0,1), atunci F,(x)=In

. / 1 . - ’ 1 . .
Dacd X€[l,+o0), atunci 1< p/—+n <{n+1—1. Conform teoremei clestelui lim /= +n =1 si de aici
X X

\/ﬁ —>|n1':OeR.

....................................................................................................................... 2
1 1 P
n/—n+n
X

Inx, dacid x €(0,1)
0, daca xe[l,+x)

F.(x)=1In

b) Fie F:(0,+o) >R, F(x)=limF,(x) :{ . Evident F este continua si deci admite primitive.

xInx—x+1, daca xe(0,1)

i = = © e e e e e e a e e e eae e e a e e e e e aaees 2
“Tl Fn () IF(X)dX {0, daca x €[1,+») e P

Xy

Subiectul 3. Pe multimea H =(0,1) definim legea de compozitie Xey =
xy +(1=x)2-y)

, VX, yeH si fie

functia f:H — (0, + ), f(x):li.
-X

a) Verificati daca f(xoy)=f(x)- f(y), VX, yeH.
b) Aratati ca legea ,,o ” este asociativa.
C) Rezolvati in H ecuatia XoXo...oX=XoXo...0 X, unde m si n sunt numere naturale nenule distincte.

(SGM 9/2026 — enunt modificat)
SOIULIE: OFICIU ..ottt et 1p
Xy
a) f(xey)= Xy __ X+ =xd-y) = Xy =f(x)- f(y), VX, yeH . Functia f verifica egalitatea.
1-xoy 4 Xy L-x-y)

Xy +-x)(L-y)

b) Pentru orice x,y,zeH , are loc
f((xoy)oz)=f(xey)-f(2)=f(X)- F(y)-f(2)=f(x)- f(yez)=f(xo(y<2)). Functia f fiind injectiva, rezulta

(xo y) 0Z=X0o(Y0Z).Legea eSte ASOCIAtIVA. .....cecceeiiiririerierierteeieseesteetees e e e seeeseesteaseeneeseesteeneeneeseeeneeneeneennesnens 3p

C) XoXo..oX=XoXo..0X &> fLXoXo...oxJz f{XOXO...OXJQ(f(X))m=(f(X))n.

m ori n ori m ori n ori

Deoarece f(x)>0 si m==n, este necesar si suficient ca f(X)=1 si de aici imediat X = PR 4p
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Subiectul 4. Fie a,b e Z,,, oarecare, iar (X, ), _, sirul definit prin X, =a, , =b si X, =14-x,, +11-x,_, pentru orice
n=2.
a) Aratati cd 1n Z,,, , elementul 11 este inversabil si calculati inversul lui.

b) Aritati ¢ ca sirul (X, ), _, este periodic.

SOIULIE: OFICIU ...ttt b b bbb bbb bbbttt 1p
a) Deoarece 2026=11-184+2, avem ca 5-2026=11-920+10=11-921-1 si deci 11-921=5-2026+1. Rezulta

ciin Zyy,, 11:921=1.
11 este inversabil $1INVETSUL €STE 921, .....oiuiiiiieiiiiiiite ittt b et et ee e 2p

Observatie Faptul ca 11 este inversabil se poate deduce si din faptul ca 11 este prim cu 2026.
b) Deoarece M ={(x,, X,.;)| n e N} este o submultime a multimii finite Z,; x Zyy, , existd k, 1N, cuk <1, astfel

INCAL (X, X1 ) = (X)) Xiyy )+ corerremssersesie st 2p
Fie k, €N cel mai mic numar k e N pentru care existd 1>k cu (X, X.,)=(X, X,,) si fie |, eN" cel mai mic

leN cu >k, si (xko, kal):(x,, Xia1) -

Relatia de recurentd X, =14-x _, +11-X _, este echivalentd cu 921-x, =921-14-X , +X,_, &

%, ,=921:%, =921 (11+3)- X, , & X, ,=921-x, ~(1+ 9213 x,, & X, ,=921-x, - (1+2763) x,, &

& X, ,=921-X, —738-X .

Daca k, >1, atunci din (xko, xk0+l):(x,0, x|0+l) obtinem ca

Xy 1 =920 %, ;= 738X, =921-% ,~738-% =X, , astfel & (X, %,)=(X,1%,), contrazicand
minimalitatea Iui K. Prinurmare Ky =0 . ....ccccoooiiiiiiiiic s 2p

pentru orice neN.
Notdm P(n) afirmatia X, = X,,, si demonstrdm P(n) prin inductie dupd neN.

(V) Deoarece (X;, %)= (% Xeg1) = (%0 Xip1) = (X Xe.2)  rezulta ca afirmatiile P(0) si P() sunt adevarate.

() Fie neN, n>2, pentru care afirmatiile P(n—2) si P(n—1) sunt adevarate. Aratam ca P(n) este de asemenea
adevarata.

Notdm atunci d =1, si ardtam ca X, = X, 4

Deoarece X, , =X, 5.q $1 Xoq =Xy4.q, avem X, =14-x , +11-x , =14-x . +11-X ,. 4 =X,.q, astfel ca P(n) este
adevarata.
Prin urmare, conform (V) si (I), P(n) este adevaratd pentru orice neN. Sirul (X, )nZ , este deci periodic de

LS8 (o T o TP PSPPI 3p
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